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Исследовано кручение призматического бруса двухсвязного поперечного сечения, ограниченного снаружи квадратом или изну- 
три контуром, близким к окружностям. При кручении призматического бруса, продольно ослабленного цилиндрическими по- 
лостями по окружности, внутри наружного контура сечения призмы (квадрата) и при кручении кольцевого бруса при равном ди- 
аметре, касательные напряжений одинаковы. В таком случае геометрические параметры внутреннего контура более существен- 
но влияют на напряженное состояние бруса, чем наружные. 


В ранее опубликованных работах [1] дается из- 
ложение Сен-Венана, а затем изучаются брусья из 
разнородного материала, столь важные для железо- 
бетонных сооружений, по совершенно новым ме- 
тодам, впервые развитым Н.И. Мусхелишвили. В 
работах Д. И. Шермана [2] был указан прием, допу- 
скающий эффективное рассмотрение задач круче- 
ния призматических тел, поперечные сечения ко- 
торых являются двухсвязными областями некото- 
рого вида. Этот прием основан на введении по ус- 
мотрению на какой-либо одной из кривых, ограни- 
чивающих сечение, вспомогательной функции, для 
определения которой строится затем интегральное 
уравнение Фредгольма. Последнее решается по- 
следовательными приближениями, базирующими- 


ся на разложении вспомогательной функции в ряд 
по степеням параметра, характеризующего частич- 
но геометрические размеры сечения и главным об- 
разом сравнительную близость одной из его границ 
к другой. В [3] на основе методов теории функции 
комплексного переменного и конформного ото- 
бражения рассмотрены и решены задачи теории 
упругости для неодносвязных областей изотро- 
пных и анизотропных материалов. Впервые на ос- 
нове энергетического метода А.А. Гриффитс решил 
задачу о необходимой величине предельной разру- 
шающей нагрузки для бесконечной однорядной 
пластины с прямолинейной микроскопической 
трещиной заданной длины в случае, когда пласти- 
на растягивается. 
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Обзор работ по задачи теории упругости для ко- 
нечных тел показывает, что ранее границу тела 
принимали идеальной. Как известно, в отличие от 
идеальной, реальная поверхность тел (деталей) ни- 
когда не бывает абсолютно гладкой и всегда имеет 
микро- или макроскопическое неровности, обра- 
зующие шероховатость. Под шероховатостью по- 
верхности в машиностроении понимается сово- 
купность неровностей, рассматриваемых в преде- 
лах стандартного участка. Качество обработки по- 
верхности деталей машиностроения существенно 
влияет на их прочность. Так, например, повыше- 
ние чистоты обработки при прочих равных усло- 
виях увеличивает статическую прочность, особен- 
но хрупкую, и в большей степени предел выносли- 
вости. Эти факты объясняются влиянием ми- 
крогеометрии обработанной поверхности на на- 
пряженное поле. Таким образом, неровности, об- 
разующиеся при обработке рабочей поверхности, 
являются эффективными концентраторами напря- 
жений и могут в несколько раз снижать прочность. 

Именно в обход трудностей, связанных с реше- 
нием задач указанными методами, мы предлагаем 
более эффективное, на наш взгляд, решение. Оно 
может оказаться полезным и удобным во многих 
частных вопросах теории упругости. 

В работе рассмотрено кручение призматическо- 
го бруса, продольно ослабленного цилиндрически- 
ми полостями с учетом шероховатости поверхно- 
сти. 



Предположим, что изотропный и однородный 
призматический брус с поперечным сечением 5 в 
виде двусвязной области ограничен извне правиль- 
ным четырехугольником Ц, а изнутри окружностя- 
ми Ь 2 радиусом г (рис. 1). При решении приклад- 
ных задач целесообразно разработать эффектив- 
ный приближенный метод решения задач теории 
упругости для двусвязных областей, который по- 
зволил бы избежать построение новых отображаю- 
щих функций. Брус подвержен действию крутяще- 
го момента М. 


Границу внутреннего контура (или наружного, 
если она близка к круговой) представим в виде: 
р(Ѳ) = г + еН(Ѳ). 

Здесь в - малый параметр, равный отношению 
высоты наибольшего выступа профиля к радиусу 
отверстия или отношению глубины наибольшей 
впадины профиля к радиусу отверстия; Я(д) - 
функция, не зависящая от малого параметра. 

Касательные напряжения ищем в виде разложе- 
ний по малому параметру е: 

Т,. ѳ =Т (0) + ЕТ т + ... ( 1 ) 

гѲ гѲ 

где для упрощения задачи пренебрегаем членами, 
содержащими малый параметр в в степени выше 
первой. 

В соотношениях (1) г® - напряжения нулевого 
приближения, а г™ - напряжения первого прибли- 
жения. Каждое из приближений удовлетворяет си- 
стеме дифференциальных уравнений равновесия. 
Граничные условия на внешнем на квадратном 
контуре будут [ 1] в нулевом приближении такие же, 
как в исходной задаче: 

/Г(0 = /і(0 

и в первом приближении будут нулевыми 

/і т (0 = 0. 

Значения компонент напряжений (т г ) 0) , г™) при 
г=гі^) найдем, разлагая в ряд выражения для на- 
пряжений в окрестности г=К. 


т (0) 

С Ѳг 

-О 

II 

, дт {0) 

, иіѳг 

\ г=к еН(Ѳ) + ...+ 

\у=К 1 ~ 

дг 
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Граничные условия на контуре Ь 2 представим в 
виде 

т пІ = т гѲ (сок 2 ср - кіп 2 ср) = 0. (3) 

Если взять 8Іп<р и со &<р с точностью до величин 
первого порядка малости и подставить выражения (2) 
в граничные условие (3), то после преобразования 
краевые условия при г=К получим в следующем виде: 

т гѳ > = 0; т< 1 >+щѳ) д ^ = о. 

дг 

Решение в нулевом приближении является из- 
вестным. Первое и все последующие приближения 
решаются тем же способом, что и нулевое, только 
задача усложняется из-за граничных условий на 
круговом контуре г=К. 

Рассмотрим решение поставленной задачи в 
нулевом приближении. 

Как известно [1], изучение задачи кручения 
бруса сводится к нахождению функций ср(і) ком- 
плексного переменного, удовлетворяющих опреде- 
ленным граничным условиям на Ь-. 
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ф(і) + ф(і) = і-і + С р (/' = 1 , 2 ). (4) 


Здесь 1 - аффикс точек контура Ь-, С } - веще- 
ственные постоянные (одну из которых, например 
С,, примем равной нулю, а С г подлежит определе- 
нию). 

Внешность квадрата Ц, как известно, отобра- 
жается на внешность единичного круга с помощью 
следующей функции [ 1 ] 


г = Ат 



( 5 ) 


где А = ТТ+ІТ- \ т \ = а — Ь , а и 7 , соответственно ра- 
2 1 1 а+Ъ 

диусы окружностей, описанных вокруг квадрата и 
вписанных в квадрат Ц; <7 - число осей симметрии 
(число сторон), д=4; т=ё в , г - аффикс, а Ѳ — аргу- 
мент точки контура единичной окружности. 

Очевидно, что в (5) при тп = 0 контур Ц превра- 
щается в окружность радиуса К=А. Для квадрата 
тп=— 1/9. 

Регулярную функцию в области 5 построим в 
виде суммы функций, одна из которых регулярна 
внутри контура Ь ь а другая вне контура Ь ъ т. е. 

(б) 


Здесь неизвестные и п одле жащие определению 
коэффициенты а к и Ь к (к=0,оо), принимаются ком- 
плексными величинами. N — верхний предел сум- 
мы выбирается в зависимости от точности, с кото- 
рой желательно получить искомое решение. Фор- 
мально, лишь с целью несколько облегчить мате- 
матические выкладки, верхний предел возьмем 
равным бесконечности; в последующем, для иллю- 
страции решения, фактически будем рассматри- 
вать лишь укороченные системы. 

Учитывая ( 6 ) в (5), граничные условия на Ц 
приводится к виду: 


ІХІ^] +1>А 

к 




+ 2Л 7 =/ '* -С ѵ на І г 

к = 1 V I , 


( 7 ) 


На внешнем контуре Ь х имеем 

11 = А 2 Гт + - ? ^-1(т~ 1 + пп ъ ) = 

= А 2 (\ + т 2 )+А 2 т(т 4 + т~ л ). (8) 

Учитывая в граничном условии (4) отображаю- 
щую функцию (5) и выражение ( 8 ), получим: 


оо оо со оо 

^У ѵ У(ѵ) + Х Н 5, (ѵ ) + 2У - 1 ' 5 2 (ѵ ) + 3 2 (у )+ 

Ѵ = 1 Ѵ = 1 ѵ= 1 ѵ= 1 

+^т~ 1 ' '5 3 (ѵ) + ^т 1 '5'з(ѵ)= А 2 пп 4 + А 2 тт~ 4 + С. (9) 

ѵ=0 ѵ=0 


Приравнивая в (9) коэффициенты при одина- 
ковых степенях г, получим систему бесконечных 
линейных алгебраических уравнений: 

5, (ѵ ) + 5, (ѵ ) + 5 3 (ѵ ) = А 2 те. (10) 


Здесь введены обозначения: 

\* ѵ-к ѵ-к 


5 ,(ѵ)= X 


*а. 




т 4 С 4 , 


ѵ, -ѵ ѵ,-ѵ 
4 


5 2 (ѵ) = 2 ]*Ь к т 4 С Ѵ| 4 

ѵ,=ѵ 

оо Ѵ| +ѵ Ѵ[+ѵ 

ад= I 4 с ; 4 , 


Ѵ+Е 

V, 1 -Е 
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( 11 ) 


е равно 0 или 1 . 

Кроме того, к системе бесконечных уравнений 
( 10 ) следует присоединить еще уравнение для сво- 
бодных членов (они отвечают нулевой степени пе- 
ременной г): 

25 3 (0) = А 2 (1 + т 2 ) + С ѵ 


Теперь преобразуем граничное условие на вну- 
треннем контуре Ь 2 . Так как на окружности Ь г имеем 
11=К 2 , то равенству (7) придадим следующий вид: 



В граничном условии (7), сравнивая коэффици- 
енты при одинаковых степенях г/1, получим сле- 
дующую систему бесконечных линейных алгебраи- 
ческих уравнений 

а ѵ + ГЬ ѵ =0, ѵ = 1, 2, ... (12) 

Таким образом, решение задачи кручения приз- 
матических брусьев с центральной круглой поло- 
стью сведено к двум ( 10 ) и ( 12 ) системам бесконеч- 
ных линейных алгебраических уравнений. 

Из этих уравнений удерживается несколько 
первых уравнений и определяются неизвестные 
коэффициенты а К и Ъ к . Число этих уравнений дол- 
жно быть фиксировано в зависимости от параме- 
тра, характеризующего близость контуров сечения, 
от требуемой точности расчета. 

После нахождения корней уравнений ( 10) и ( 12) 
по формуле ( 6 ) определяется регулярная в области 
5 функция <р(і ). 

Как известно, компоненты касательных напря- 
жений вычисляются по формуле [ 1 ] 

т ух~ іт у? = (13) 

Подставляя в (13) значение регулярной функ- 
ции у'(ф, определяемой по формуле ( 6 ), получим 

+ - 2 ]. 

к-1 2 ѵ— 1 
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В (7) перейдя к полярным координатам г ид, где 
1 =гё\ Т=ге‘\ получим 


= А"» 




„-■■(*+ не . 


к к+1 

к-\ р 


+^кА~ к р к -'ё {к - т Ъ к - ре ІѲ 


Как известно [1], 


$©'($) , , 
Г " ~ П а =~ -ГЧ-Т Ѵ2 ). 


ею 


щ 


На границе области должно быть г р =0, поэтому 
предыдущая формула позволяет непосредственно 
определить контурное значение касательного на- 
пряжения т в и, в частности, найти его максимум. 

Уравнению для определения жесткости при 
кручении можно придать вид 

О = р\\{х 2 + у 1 + х^-у^)±с<іу = 


Этому равенству можно придать и такой вид: 




^ (1 — 4/и 2 — 3/и 4 ) — 1 


(18) 


Так как интеграл в равенстве (17), распростра- 
ненный по окружности Ь ь тождественно обраща- 
ется в нуль (на окружности П=ё и поэтому его диф- 
ференциал равен нулю), то, учитывая отображаю- 
щую функцию (5), а также выражения для регуляр- 
ной функции (р(і), можно записать Д, в форме 


со со 

Х|т-\? 1 (ѵ) + ]Г]У5 2 (ѵ) + 



со со 

+ ЁІ т " Ѵ ' 5 з(ѵ)+ЁК‘ 5 1 ( ѵ )- 


X 


00 00 

-Х|г-^ 2 (ѵ)-Х|г^з(ѵ) 


хА 2 (4тт 3 -4тт 5 )сІт. (19) 


= (14) 

І і 


где интегрирование ведется по всем контурам Ц, 
обход которых таков, что область 8 всегда остается 
слева; / -полярный момент инерции площади по- 
перечного сечения: 

ё = ^{х 2 + у 2 )АхАу. (15) 

А 

Согласно равенствам (14) и (15), формуле для 
определения жесткости на кручение придадим еще 
и такой вид: 

О = ц(/ + О 0 ), (16) 

где /л - модуль сдвига. 

• 00 

А,=-У--ХІЧО-<КОМЧ, (17) 

4 м А 

/может быть записан в виде 

/ = Л (х 2 + у 2 )сІхсІу - / 0 = — | (х 3 сіу - у 3 с!х) - / 0 . 

Я ^ А 


Здесь / 0 = — 


- полярный момент инерции 


круга (область - внутренние контуры / 2 ). 

Двойной интеграл, распространенный по 8 2 
(вся область, охваченная контуром /,), после заме- 
ны криволинейным и перехода в нем к перемен- 
ным / и I, приводится к виду 

/ = — | И(Ш -Ы I ) — / 0 . 

А 


Преобразовав, в свою очередь, этот интеграл к 
переменной т, учитывая в нем отображающую 
функцию (5), получим: 


/ = — (1 - 4 тп - 3 т 2 ) - — 
2 2 


Здесь у - единичная окружность в плоскости 
на которую отображается /,. При этом 5|(ѵ), 8 2 ( ѵ) и 
5 3 (ѵ) определяются по формулам (11). 

Из всех интегралов, входящих в равенство (19) 
отличны от нуля лишь интегралы, содержащие пе- 
ременную г в первой отрицательной степени. Поэ- 
тому для вычисления Д получим следующую про- 
стую формулу: 

Д =4тгюЭД5Д4)- 5,(4) + 5,(4)]. (20) 

Таким образом, жесткость на кручение будет 
определяться по формуле, учитывая (18) и (20) в 
равенстве (16): 

/> = ц(/ + О 0 ) = 4цлтА 2 [8,(4) - 5,(4) + 5,(4)] + 
+ц/ 0 ||-^ (1-4 »г-3»; 4 )-і|. 

При заданной закручивающей паре, т. е. при за- 
данной величине М, постоянная г определится по 
формуле 

М 
т = — 

О 

и задача решена на нулевом приближении [3]. 

Перейдем к решению задачи в первом прибли- 
жении. На первом приближении главный момент 
внешних напряжений, приложенных к верхнему 
основанию, определится формулой [4] 

бт <0 ’ 

м т =-Н(Ѳ)-^-. 

дг 

Для каждого профиля обработанной поверхно- 
сти (реализация шероховатой поверхности) вну- 
треннего контура пластинки функцию Н(Ѳ) можно 
разложить в степенной ряд на отрезке [0; 2л]. 

До сих пор исследование распределения напря- 
жений возле границ призматического бруса с не- 
ровностями на контуре проводилось в детермини- 
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Рис. 2. Эпюры касательных напряжений 


стической постановке. Представляет большое 
практическое значение случай, когда распределе- 
ние и формы неровностей (шероховатости) конту- 
ра носят случайный характер. 

Для расчетов были приняты следующие законы 
распределения шероховатостей [5]: 

гт ШЛ , 2пѲ 

Н(Ѳ) = а сок , 

И 

где сі - высота выступов, а И - шаг. 

Нами были рассмотрены следующие конкрет- 
ные примеры. 

При определенных параметрах характерных 
точках конструкции определены величины каса- 
тельных напряжений и для наглядности построены 
эпюры напряжений (рис. 2). 

При кручении призматического бруса, про- 
дольно ослабленного цилиндрическими полостя- 
ми по окружности внутри наружного контура сече- 
нии призмы (квадрата) и при кручении кольцевого 
бруса по контуру наружного контура, при равным 
диаметре, касательные напряжений одинаковы. В 
таком случае, геометрические параметры внутрен- 
него контура более существенно влияют на напря- 
женное состояние бруса, чем наружного. 

При численных примерах для прокатных валов 
(рис. 3), при і?і=0,35 м, г=0,22 м, ц=8,4-10 4 , Д=ц/, 

г = ^ , І=г/К { определены компоненты касательных 
напряжений [5] с учетом шероховатости (рис. 4). 
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где т гв и т' л — касательные напряжения с учетом и 
без учета шероховатости. 



Рис. 4. Г оафик зависимости касательных напряжений от 
геометрических параметров при кручении 
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Как видно из рис. 4, после некоторых значений 
Я влияние шероховатости на напряженное состоя- 
ние вала резко увеличивается. 

Выводы 

При кручении призматического бруса, продоль- 
но ослабленного цилиндрическими полостями по 
окружности внутри наружного контура сечении 
призмы (квадрата) и при кручении кольцевого бруса 
при равным диаметре, касательные напряжений 
одинаковы. В таком случае, геометрические параме- 
тры внутреннего контура более существенно влияет 
на напряженное состояние бруса, чем наружные. 

Для оценки прочности бруса найдено касатель- 
ное напряжение, действующее вблизи шероховато- 
го контура. После некоторых значений Я=г/Л, 
влияние шероховатости на напряженное состояние 
вала резко увеличивается. 
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